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1. Introduccién a los modelos de colas poissonianos

Las colas poissonianas (0 exponenciales o markovianas) son modelos del
tipo M/M, con llegadas de Poisson y servicio exponencial, que son las mas
estudiadas analiticamente.

Las llegadas de clientes y su servicio demandado son completamente alea-
torios en el sentido de que la evolucién del sistema depende sélo de su esta-
do actual, y no de su pasado.

Los procesos de nacimiento y muerte introducidos sirven para describir mu-
chos modelos de colas. Asociaremos el término nacimiento con la llegada de
un cliente al sistema y el término muerte con la salida de un cliente del siste-
ma después de completado su servicio. El numero de clientes en el sistema
en el instante £, N(f), indica el estado del mismo.

Estudiaremos el comportamiento de las probabilidades p,(f) en el limite 1, =
lim,_.. p,(t), que indica la proporcion de tiempo que el sistema permanece con
n clientes.
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La solucion de equilibrio (tema 11) se obtenia de las ecuaciones que igua-
laban las tasas de entrada y salida de cada estado, dando lugar a

Sl WIS \ T, = ——7, n=12.3. (101
1+Z n—1 0 . 05 , 2, ( )

Para que exista dicha solucion de equilibrio se debe satisfacer

n—1

Sl =1+ Z ?_l ; 0 = «—L < 00 _) = i )\ H

Qo

fﬁf+1

que ocurre si existe un n, tal que Vn>n, A,/ y,<1.

Por tanto, con los diversos A, 4, que se tendran dependiendo del modelo en
estudio, las ecuaciones de S, y S, serviran para buscar las condiciones bajo
las que existe solucion de equilibrio 11, mientras que con las ecuaciones de
T, y T, obtendremos dicha solucion.
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2. Modelo de colas poissoniano con un servidor I/M/1

En este modelo se dispone soélo de un canal para dar servicio, las llegadas

siguen un proceso de Poisson y la distribucion del tiempo de servicio es ex-
ponencial.

Asi, las tasas de nacimiento y muerte no dependen del numero de clientes en
el sistemay

A=A n=012,.. M,=Hd, Nn=123,...
La capacidad del sistema es ilimitada y la disciplina de la cola es FIFO.

La siguiente figura representa el diagrama de transicion

3 A 7 A 3 % 3
QA DR
K.../
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que conduce al sistema de ecuaciones en equilibrio

Estado Tasa entrada = Tasa salida
0 HTL = AT
n>1 A1+ piprr = (A4 p)may,
ToA = [t ToA = W[t T = pTo
2
T A+ 1) = T + mop TIA = Tat To = pw| = P~ 7o
_ 3
oA+ ) = mA + map T2\ = T3 T3 = P2 = P 7o
}'Tg(_)\—i—}’_{-):?T;'_l)\—i—?t_j+1}’.£- ?‘_z')\:?‘_f—f—l}r-ﬁ' T, = pPTi—1 = P T
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Sustituyendo las expresiones de los ; en la ultima ecuacion y despejando 1,
obtenemos (teniendo en cuenta que el factor de utilizacion es p = r = Ay):

1 1 _
Ty = =1—-p

ZP T 1/(1-p)

= (1— ,r)),r)”‘, n=20,123..

que corresponde a una distribucion geométrica de parametro 1- p.
o n '( —
LSJ_ —_— 2;) p < (0. @] L A Z} /)N
n=>~u n—

La serie de S, converge si y solo si p < 1. La segunda condicion (S,) se satis-
facesip<1.

Luego, la condicién necesaria y suficiente para que un modelo M/M/1 tenga
solucion de equilibrio, es que p<1, que es la condicion de estabilidad.
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Por tanto, la probabilidad de que el canal esté ocupado es

P(canal esté ocupado) =1-1m,=1-(1-p)=p

La probabilidad de encontrar al menos n de clientes en el sistema

P(N > n) = Z T = Z(l _ ,0),0!“ — (1 - ,0),0” Z p,‘,_,?

fe=n k=n fe=n

. (L-p)p"
= (1 —=p)p" Zp li =p".
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Medidas de rendimiento

Comenzando por el numero medio de clientes en el sistema, L, y en la cola,
Lq. Se tiene

La sexta igualdad se debe a que las operaciones de suma y diferenciacion
pueden intercambiarse cuando las funciones implicadas se comportan lo
suficientemente bien.

A
Otra expresion equivalente, en funcionde Ay y,es L = ;gj ya que

P =AN/u.
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L también podia haberse deducido directamente por tener N distribucion
geomeétrica. Notese que L, como funcion de p, tiene una asintota vertical en
p=1, lo que indica el dramatico comportamiento del numero medio de clien-
tes en el sistema segun nos acercamos hacia la violacion de la condicion de

estabilidad.

Aparte de la media que acabamos de calcular de la variable N, podemos
obtener su varianza, a partir de la distribucién geométrica

Calculamos el numero medio de clientes en la cola Lq mediante

OC

L, = E(Ny) = 0m + Z(n - Dmy, = Z N, — - Tn

n=1 n=1 n=1
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2

A-

A L,=——
que en términos de Ay J es PN

Notese que la igualdad L, =L - (1 - 11y) es general para cualquier cola con
un servidor y dando servicio de uno en uno, ya que para obtenerla no se ha
utilizado el tipo de distribuciones de los tiempos entre llegadas o de servicio.
A L, L

i
S SN e
L — pp # (L A 1L

Otrarelacionentre Ly L, es L, =
Recordemos que siempre N = N, + N,. Pero en el modelo que estamos tra-
tando, si N 2 1, entonces N = N+ 1, mientras que en general L # L +1, ya

que Ly L, son medias y hay momentos en los que el servidor esta desocu-
pado.

Ademas, por las formulas de Little el numero medio de clientes en el servi-
dor L = AW, = p.

Calculamos el tamafo esperado de la cola cuando hay cola, denotado co-
mo L, = E(NqINq>0). Como la probabilidad condicionada de n clientes en el
sistema dado que la cola no esta vacia,
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m, =

. = P(n clientes en el sistema | n22) =

P(n clientes en el sistema , n22)/P(n=2) =,/ (1- Ty~ ) = 1,/ p?,

paranz2, sellega a

(& @] o0 (s @]

L,=E(Ny|Ng>0)= Z(n -, = hh___; - W_z?
n=2 —2 P — P
(L=my)— (L —mg —7myq)
— p
_ o/ 1—;0))—1—“0) 1
N p' - p

En general, dadas dos v.a. X e Y, se verifica que E(X) = E, [E(X] Y)]. Esto
nos ofrece un camino alternativo para obtener L, a partir de L

L = E( ’\'() = F(N, | \ = 0)P(N _0) + E( \— | \ > O)P(_f\-’—q =~ 0)
= E(N, | \q > O)P \V > 0),
L, L, L, 1

dedonde E(Ng [Ny > 0) = 5 0) P(N>2) 2 1-p
AVg - A =~ 4
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Tiempos de espera

Sélo resta estudiar los tiempos de espera del modelo M/M/1. Obtendremos
no solo las medias W'y W, sino también las distribuciones de probabilidad
delasv.a. wyq.

Las medias se calculan facilmente por las férmulas de Little:

, L P E(s)
]— — wly = — = — -
V= E(w) =3 T~ T,
i L, P pE(s)
Wo=Elq) == ML—p) 1-p

Notese que como dijimos para L, W tiene también un comportamiento dra-
matico segun p tiende a 1.

Ahora queremos calcular el tiempo medio de espera en cola para aquellos
clientes que deben esperar.
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Como
Wy =E(q)=E(q|qg=0)P(¢g=0)+E(q[q>0)P(q>0)

0(L —p)+ E(q|q > 0)p,

se tiene

"W S
Yo _ _E( )
p o l-p

E(q|q>0)=

Esta cantidad interesa porque un tiempo medio de espera aceptable puede
deberse a que muchos clientes no tienen que esperar, pero los que esperan
lo hacen durante mucho tiempo.

Como W = W, + E(s), tenemos que E(qlg>0)= W, + E(s), lo que indica que,
en media, los clientes que tienen que esperar en cola esperan mas que lo que
un cliente medio espera, ya que espera un tiempo medio de servicio, E(s),
mas.




Tema 2. Modelos de Colas Poissonianos Probabilidades y Estadistica Il

Para hallar la distribucion de la variable aleatoria g, nétese primero que tie-
ne un punto (t = 0) con probabilidad positiva: P(@q=0)=P(N=0)=1 - p.

Por otra parte, si al llegar el cliente encuentra n personas en el sistema (una
de ellas en el servidor), tendra que esperar a que todas se sirvan. Asi, el
tiempo de espera en cola es la suma de las variables aleatorias "tiempo de
servicio del cliente i ", i =1,...,n,

q =S,+...+S,

en donde s; son independientes e idénticamente distribuidas segun una ex-
ponencial de parametro p.

Debemos recordar que por la pérdida de memoria de la distribucion expo-
nencial, no hace falta tener en cuenta el tiempo de servicio ya consumido
por el cliente que actualmente esta sirviendose.

Por la reproductividad de la distribucion gamma, g| N=n sigue una distribu-
cion gamma de parametros p = n, a = y (en este caso es Erlang, al ser p
entero).
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Por el teorema de la probabilidad total se tiene

P(O<q<t)=> P(g<t|N=n)P(N =n)
n=1

e px)t 1

—Z/ L€ “t—p (1 —p)dx

i L)
n—1

t 0o Y
. e (fepx)
= 1 —ple H* ——pudx
e
T - ] -
= / pp(l — ple ™ #F el de = p(1 — c'.-_““_-’j)f) =p(l — e t/M ).
Jo

Luego, la funcién de distribucién de g es

F(t)y=Plg=0)+P0<qg<t)=1—-p+p(l —eV)y=1—pe ¥/,

Esta expresion es valida para todo t, aunque q sea discreta en el origen y
continua para t > 0.
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Analogamente, calculamos la distribucion de la v.a. w. Si cuando llega un
cliente ya hay n en el sistema, éste tendra que estar en el sistema un tiem-
po total igual a la suma de n + 1 v.a.i.i.d. segun una ley exponencial de pa-
rametro .

Asi, la distribucion de w sera una gamma de parametros p = n+1, a = .
Variando n, por el teorema de |la probabilidad total:

Fu(t)=Pw<t)=Y P(w <t|N=n)P(N =n)
=0

[a's)

o0 t AT t Lo\ T
e (p) / | _ Z (ppx)"
= E e HP—=—p" (1l — pldx = (1l — ple H* —dx

n=>0

;
- / w(l —ple et de =1 — e =Pt — 1 _ =t/IV (t = 0).
Jo

Es decir, w sigue una distribucion exponencial de parametro y(1 —p ) =pu —A
=1/W.
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3. Modelo M/M/1/K: Capacidad K finita del sistema

Se admite a lo sumo un numero K de clientes en el sistema, de forma que no
se permiten mas entradas en el sistema si se alcanza tal cota, siendo recha-
zadas. Asi, las tasas de nacimiento y muerte dependen del numero de clien-
tes en el sistema

A, — { A, sin=01,... K —1

0, sin> K

w, sin=172 . K
L, = .
Ho 0, sin> Kk

y su diagrama de transicion es
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El sistema de ecuaciones en equilibrio es:

Estado Tasa entrada = Tasa salida
0 LTy = AT
l<n <K -1 Ay +pumper = (Ap)m,
K AT 1 = UTR
Resolviéndolo se obtiene: A
ATy = §Ump = T = —To
2
A

2
A -
)\}'TIZ/_L?TQ = Mo = T = _ T

A I\P
AT_1 = ury =g =|—] ™o
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. K
Sumando todas las ecuaciones, como Y, 1,=1, pues 1,=0 para n > K, se
tiene que

A
)\ fir! J~_ -
?T?:(—> )\!'LKH n==~0,12 K
L
j

Puede comprobarse usando las expresiones de S, y S, que en este modelo
existe solucion de equilibrio para todo Ay y, incluso para A = p.

El truncamiento del sistema a K clientes lo explica, pues el sistema nunca se
desborda ni crece indefinidamente al rechazar a los clientes que llegan cuan-
do esta lleno (la cadena de Markov asociada es irreducible y finita y, por tan-
to, ergddica).




Tema 2. Modelos de Colas Poissonianos Probabilidades y Estadistica Il

Si A =, la distribucion de probabilidad del numero de clientes en el sistema
es uniforme

Si eliminasemos el truncamiento, es decir K—, cuando A < u las expresio-
nes de 11, se convierten en las obtenidas para el modelo M/M/1.
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Medidas de rendimiento

Comenzamos con el numero medio de clientes en el sistema. Para A = y,

K . K . . -

B} - 1 B K(K +1) ki
L:E:\ — nm, — —/——— n—=———=—
() f:a?l TR 41 f:a?l WK+ 1) 2

gue ya esperabamos por ser uniforme.

Para A # 4, siendo u = Ny,

K N N | K
. . — a ,
L=E(N)= E nw, = E nu''my = Tou E nu” ! = rou— E u"
' . . du
n= n=

n=1

t d (1 — o+t ull — (K + 1) + Kul ]
= TpU— = -

du \ 1w (1 — w)(l — uE+T)
AL = (K + DO/ + KO/

(1 = ML = (A/p)r+1]
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gue también puede expresarse como

U (I + 1)-'uf"+l
1 —u 1 — ufitl

donde el primer sumando es la expresién de L del modelo M/M/1. Por tanto,
el numero esperado de clientes en el sistema M/M/1/K es siempre menor que
en el M/M/1, haciéndolo mas eficiente.

Como para todo A y u se tiene

L. = E(N.) = E(N. | N = 0)P(N = 0) + E(N.
:Oﬁo—i—l(l—ﬁo):l—’h‘o,

N > 0)P(N > 0)

entonces L, =L —-L,=L-(1-1y).

En este modelo se rechaza a los clientes que llegan cuando ya hay K en el
sistema (K-1 en la cola), lo que ocurre con probabilidad T,..
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Luego, la probabilidad de que al llegar un cliente entre en el sistema es 1-1,,
representando la proporcién de tiempo que el sistema no esta saturado o la
proporcion de clientes que llegan que realmente entran en el sistema.

Asi, la tasa media de entradas al sistema o paso a través del sistema, A= A,
se define como
Ae = ML —7x).

La utilizacion verdadera del servidor, p, probabilidad de que el servidor esté
ocupado, ya no es u = My y de ahi que lo hayamos etiquetado u en vez de r,
sino

A
p=AN;=—(l-mg)=1-my.
/-e-
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Tiempos de espera

Entendiendo por clientes en el sistema aquellos que entran en el sistema, po-
demos aplicar las formulas de Little para conseguir los tiempos medios en el
sistema y en la cola

W=LIN,  W,=L,/A,

Para obtener el tiempo medio de espera en cola para aquellos clientes que
deben esperar, hacemos como en el modelo M/M/1,

E(qlq>0)=W_p=W,_/(1- ).

El proceso de obtencion de las distribuciones de los tiempos g y w es mas
complejo que en el modelo M/M/1. Como hicimos entonces, utilizaremos el
teorema de la probabilidad total, pero ahora condicionando a la v.a. N, que
cuenta el numero de clientes en el sistema cuando entra un cliente en él.
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Denotamos con q,=P(N=n) , n=0,1,2,...,K-1, la probabilidad de que un cliente
gue entra en el sistema encuentre n clientes en él, que por el teorema de Ba-
yes es

n=0,1,2.,K —1.

Notese que en este modelo la entrada no es una verdadera Poisson, p,#q,, ¥
A,= A paran< K-1pero A,=0 para n 2 K, a diferencia de lo que ocurria en el
M/M/1. Asi, para t = 0,

K—1
F.(t) = P(w <t) = Z P(w <t |N.=n)P(N. =n)

KN—1 }, ) KN—1 ~o (ﬂ ],)!2
E : e Mt 1 — L—pa A S
a {[ n! u’!:| In = Z {l [ e Y dx | gy

n=0
K—-1 K—1

o )"
- Z Gn — Z Un {/ e _nl) r.!.r_} =

K—1

, K—1
. /_Lf.)tt.__—j,(f .
=1-> a [Z T D wFrga(n),
i=0

n=0 n=>0
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donde n (fr_ﬁ_f)flf-_.-_f-ff o0 /_L"?;]’f"?f'f—’f't‘r

(igualdad debida a la relacién entre las distribuciones de Erlang y Poisson) es
la funcién de distribucién de Poisson de parametro ut en el punto n, que pue-
de obtenerse a partir de las tablas de dicha distribucion.

De forma similar

+ i T

F(t)=P(g=0)+P(0<qg<t)=q+ Z P(qg <t|N.=n)P(N.=n)
n=1
K1} . N K2 ~o )
e () )
_ e N : _ L
qo + Z_:l {[0 [LE ( UI{LE Gn = qo + ;} Gnt1 | L [ [LE - dx
N=2 K-2 - =2 n .
- - - [a5] ___(l-(,"-ﬁl-’-’)n L . - (ﬁtf):{..—;_ff
q0 + ;} Gn+1 — ?Z_;) tn+1 [ pe / Td;'—' =1- ;} In+1 Z(:) f
K-=2

=1 @t 1Fpgun(n)

n=0




